..........

IOr N7
>20

MaremMaTuudeckas JIeTOIIHUCH

AECATOI'O MATEMATHUYECKOI'O OBMEHA

JINLIEN «<HAYKOBA 3MIHA» TMMHABUA JIJI51 OCOBO OJJAPEHHBIX JIETEN
Kues, Ykpauna IIBe6umn I'miona, l'epmanus

"3aMmeuaTesIbHbIE TOUKU B TPEYTOJILHUKE"
"
anrebpanyeckue noBepxHoctu B riporpamme "SURFER"

25.06 — 09.07.2019 — YyKpanuHCKas rpymnna B 'epmanun

Mathematische Chronik

des

10. LGH - MATHE - SPRACH — AUSTAUSCHES

LANDESGYMNASIUM FUR HOCHBEGABTE LYZEUM ,NAUKOVA ZMINA“
Schwabisch Gmiind, Deutschland Kiew, die Ukraine

"Wunderbare Punkte im Dreieck"
und
algebraische Flachen mit dem Programm "SURFER"

25.06 — 09.07.2019 - Aufenthalt der ukrainischen Gruppe in Deutschland



LGH: 25.06 - 9.07.19 10-bIH MaTeMaTHYECKUH 06MeH

Hara: 2¢ 06 49 Jleronmcen: Ye,vdok (oL

MaTema Tnko B  KOCMOMARTWAKE
| Kopuyeckue ceLeru A |
Jat neil = OP(SL..W\M , ho lkohopet v %ep\?v&gw\c& fcoCate
LN AL R |
UL o O&OK-AQEQM e 0 pentes. ) kkernopal (d dP:r%O_M

K OWAATLE CHKOTO

@Fgu.m:a_ j f{,ow\,oP,QJl L ALLL qpo‘:wu/%
€ QAL R,

—_— — —_ St - ha chrmoaitiie %o
r—u‘l P - ,ij’eﬂeuue fe,mP/ Eokpyr FoTopero
R 3:5,) B bpa uga Scx  plbBRM
L =

O — ochk OFSLﬂ-mek

) - {-“o‘)ocmg e il

J\,\ - L‘;agum&%@ow,@d
Kemcmumg

[ 2a.mevaTenprsie  Totku Iﬁeavom
e Uerimp  TRxech (nefecereree MEGURL )
LWAVWF @wmawcﬁ OKP Y irocinis ( hepecerestee &mrpuc)
OPMW(#V‘L ( WW Hoccor)
me onix CRLLOL QWM«OCR‘L( (Wc@%. W}(
Wwﬁufﬂ-@ >

((Torre.  Pepol)

RcE
ﬁTak;ux e LeR 2 %A,..Q M,fwtgq,o,%wr.—éc«oé /‘:]W MMOPG‘X

teewe.  Aro®.
B

%

-

%

Homep cTpanuib:: {



LGH: 25.06 - 9.07.19 10-BIH MaTeMaTHYeCKUil obMeH

Hara: 16.06.19 JleTonucerr; YE,U d.o kl TN

é\rak\oi npon 7ok itbtel  ape AAAAL o YUbl il bt
i« peyg-e

A12° . Us. 2o WPOMY: ‘A’Owbvfw%b‘ Fa%mwpémwe
\WAJPE AVOARAAMAA. Dokag&me Um0 AA. BBy w CC, Wepece-
WRAMOWAGR % O%wo& PGURE

A

\

DoK axeon wpes

ok Mt e OKpyxito-
O OAA nepecera —

E" Fa_cc.,bu:‘r M A
Wpaxs AL
AC.lBF_ O gm—
Caw 6 e 6 )

Q el Kek Heoow

ué/ée.um—to [ Umo 4‘Cq“’60")

Ao I ohrw E0NOcoxitbtec

Yo < F = A30°- g0~ = {207,

A rotuwreos 8’9@3(46&64—4 g
3W8 < gFc . <« AFC.

b VF e(anrtc) F+F. B ¢
FA+FB<Pc <RA+RBr RC @
Wora zaTh

2 Xx ﬂ}m hepexoQe

y d é@(';i
Fe A \‘f" C ompeger
_ _ ™
A “ -' Vapeeoger
Fy = PQH%OMJ PO TR S 8 Bty
2
. N LBE,C nepe-
- xoGum b

d2

Yron LAFCy .
Mt wokeiRad , Lmo  gAk e :
Mo0, Loben 39 ("3’*{“& DW\PeSMg ~ - b
%v F f;;m M:;; s F2A+ BB+ R C =/ F 1 £ RCy
ZBFC L AFC &« <L e ; i
gm waf; 120 °. g (FZ_A + F;_B t F],C) —_— 6’ F’A‘.]F-t,) C‘I < 'ﬁ

Homep cTpanuuer: 2.



LGH: 25.06 - 9.07.19 10-bIif MaTeMaTHYECKHH 06MeH

Hata: 20 .0 ¢ Jleronucer;: YC vel o k”CL

—> Toek (Pepm 2 8 Mpey 2Oteliid . Kak  Hoime

Tengpo  Pu ﬁa@mww}: PRI
O Setaprpe. AR~

Homep cTpanuis:

3



LGH: 25.06 - 9.07.19 10. Mathe-Sprach-Austausch

27.00.

»Es ist in der That bewunderungswiirdig, dass
eine so einfache Figur wie das Dreieck, so
unerschopflich an Eigenschaften ist“

A. L. CRELLE, 1821
L. Klassische Transversalenschnittpunkte - Merkwiirdige Punkte im Dreieck
1. Schwerpunkt S - Schnittpunkt der Dreiecks Seitenhalbierenden.
2. Inkreismittelpunkt I - Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.
3. Orthozentrum H - Schnittpunkt der Hohen.
4. Umkreismittelpunkt O - Schnittpunkt der Mittelsenkrechten.

I1. Weitere Entwicklung ab Mitte des 17. Jahrhunderts.
1. Fermat - Punkt
2. Satz von CEVA

II1. Weitere Entwicklung ab dem 18. Jahrhundert.

1. Satz von CARNOT

1. GERGONNE - Punkt G
2. NAGEL - Punkt N

3. Mittenpunkt M

4. SPIEKER - Punkt Sp

5. NAPOLEON - Punkt Nap
6. BROCARD - Punkte Br

IV. Isogonal konjugierte Punkte

1. Lemoinepunkt L - Schnittpunkt der Symmedianen. Isogonal konjugiert mit dem
Schwerpunkt S.

2. Punkt Gl - isogonal konjugiert zum GERGONNE - Punkt G.

3. Punkt NI - isogonal konjugiert zum Nagel Punkt N

V. Isotom - konjugierte Punkte.
1. Punkt Im - isotom - konjugiert dem Innkreismittenpunkt I.
2. Punkt Hm AntiOrthozentrum - isotom - konjugiert dem Orthozentrum H.

VI. Besondere Geraden.
1. Eulersche Gerade
2. Nadelsche Gerade
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VII. Aus ,.Die Entwicklung der neueren Dreiecksgeometrie“ von Peter Baptist

1. Pierre de FERMAT (1601 - 1665).
Erst Mitte des 17. Jahrhunderts wurde die Liste der vier klassischen
Transversalenschnittpunkte um einen weiteren besonderen Punkt erweitert. Am
Schluf des vierten Teils seiner ,,Abhandlung iiber Maxima und Minima* stellt
Pierre de FERMAT die Aufgabe, den Punkt kleinster Entfernungssumme von den
drei Punkten zu finden(S.33).

2. Giovanni CEVA (1647 - 1734) .
Im Jahre 1678 erschien in Mailand die Schrift ,De lineis rectis se invicem
secantibus, statico construction”

3. Graf Lazare Nicolas Marguerite Carnot war franzésische Offizier, Mathematiker
und Politiker. * 13. Mai 1753 in Nolay, Burgund, heute Département Céte - d'Or; T 2.
August 1823 in Magdeburg)

4. Christian Heinrich von NAGEL ( 1803 - 1882). Lehrer in Tiibinen und Ulm
5. Karl Wilhelm FEUERBACH(1800 - 1834) Gymnasiallehrer in Erlangen und Hof.

6. Pierre Rene‘ Jean - Baptiste Henri BROCARD (1845 - 1922) franzosischer
Offizier und Ingenieur.
Die nach dem BROCARD genannte Punkte wurden® lange vor ihm bereits von
CRELLE entdeckt“

7. August Leopold CRELLE (1780 - 1855)
Herausgeber des ,Journals fiir die reine und angewandte Mathematik*

8. Joseph Diaz GERGONNE (19.06. 1771 Nancy - 04.05. 1859 Montpellier)
Herausgeber ,,Annales de mathematiques pures et appliquees*

7
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I. Klassische Transversalenschnittpunkte - Merkwiirdige Punkte im Dreieck

C

1. Schwerpunkt S - Schnittpunkt der Dreiecks 2. Inkreis Mittelpunkt I -
Seitenhalbierenden. Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden.

4. Umkreismittelpunkt O -

. o Schnittpunkt der
3. Orthozentrum H - Schnittpunkt der Héhen. Mittelsenkrechten - Schittpunkt

der Hohen des Mittendreiecks.

II. Weitere Entwicklung ab Mitte des 17. Jahrhunderts.

1. Fermat - Punkt F - Der Punkt der minimalen Summe der Abstinde zu den
Dreieckseckpunkten.
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2. Satz von CEVA.
Fall des Inneren Punktes.

Die Punkte A1, B1 und C1 liegen entsprechend auf
den Seiten BC, AC und AB eines Dreiecks ABC.

Die folgende zwei Behauptungen sind dquivalent:

(a) Die Geraden AA1, BB1 und CC1 schneiden sich
in einem inneren Punkt des Dreiecks ABC.

(b) 2=+ 22+ 22— 1 (CEVA - Bedingung)

(a) => (b) Crellesche Beweis mit Flacheninhalten
der Dreiecke ist bekannt
(b) => (@) indirekter Beweis ist auch bekannt

Fall des AuBeren Punktes.

Der Satz von CEVA bleibt gelten, wenn der
Punkt Z auflerhalb des Dreiecks liegt, d.h. zwei
der Punkten A1, B1 und C1 liegen auf den
Verlangerungen der Dreiecksseiten.

Trigonometrische Form.

ha 1635 € W
A Sin(XACC,) sin(XCBB,) sin(XBAA,)

"”’“7 et / sin(XBCC,) sin(IABB,) sin(CA4;)
"u’ [} s"h dc— —
(545 sl g | el
S &, S foe s1a ol 6
II1. Weitere Entwicklung ab dem 18. Jahrhundert.
1. Satz von CARNOT

Drei Orthogonalen zu den jeweiligen Seiten eines
Dreiecks ABC schneiden sich in einem Punkt P
genau dann, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:
|AB1|2+|CA4|2+|BC,|2 =|AC,|2+|BA,|2+|CB,|2,
wobei A,, B,, C, die Schnittpunkte der Orthogonalen
mit den Dreiecksseiten oder ihrer Verlangerungen

s, ) o :
/7]67%5 1 ,{,,,M,,W@WM zé/\éf/vﬁ ‘
ViP//&r Sl ClAOACTER {wa TC’W « | f %

W&/u/n . Hor - bv Mj%é/r % /M/JM /7%/4\76?'/067?44
Aufgabe: Beweise den Satz von CARNOT mithilfe des Satzes des Pythagoras.

7
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2. GERGONNE- Punkt G — der Schnittpunkt der Ecktransversalen zu den

Beriithrpunkten des Innkreises.

Gaveo A.fwc / . A _ LT ,é’WHCC},&Cﬂ'ZD il
g’sé\n( 4)() )gf[,; C,Z M/Lémﬂ ’{ iff)(ﬁ/ﬁ/ V-

Do£ -1ty AV - &
’ [ = 4 z' ; 2 [‘ﬁ?ﬁt’?ﬂ-uk
oo e AtE o
cr:cy.—fjﬂ i e 7

Bx= Ri=n
B, $ 2y (T U

7
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AuBerer GERGONNE-Punkt G,

Ab, = AC, = ¢4
b, = @4, £
Ch,= CA =c
7. Ypber

@
c?f% DT Tdedd /,,«/—p 6;_’ ;) 6:7:
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3. NAGEL Punkt N- der Schnittpunkt der Ecktransversalen zu den
Beriihrpunkten der Ankreisen.

10. Mathe-Sprach-Austausch

: ';Oc
N o »
- f&ﬁiﬂ,’{/l o Leen /pg& ) Fpuc Qe
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Onpepnenenus/ Definitionen

Cumeaunana. Paccmorpum TpeyronsHuk ABC, ero meguany AM u Guccextpucy AL.
ITycre npsiMas AS cuMMeTpuyHa npsiMod AM oTHocuTeNbHO npsaMoi AL (Touka S
Jiexut Ha otpeske BC). Torza oTpe3ok AS Ha3bIBAIOT CMMEAHAHOM TPEYTOAbHHKA
ABC. HHorzpa cuMeiaHOH Ha3bIBAIOT MPSMYIO, COIEPIKALIYIO OTPE30K AS.

1.

CumeduaHa — 4esuaHa Mpeya20abHUKA, AYY KOMOPOil CUMMEmpPUYeH Ayuy MeduaHbl
OMHOCUMEeNbHO bUCCeKMPUCHL Y2Aa, NPOEEOEeHHOU U3 MOl JHce 8ePUILIHDL.

Symmediane. Die Strecke AS, die zur Seitenhalbierenden AM beziiglich der
Winkelhalbierenden AL symmetrisch ist, heifft Symmediane

L BpM =2 SHCE

B ML 5 C

2. A”THNapa/uieJbHOCTh. IlycTts Touku B, u C,Jexar Ha npsiMbix AB u AC.
T'oBopar, uto orpeskH B,C, 1 BC anTunapasniesnsHsl (OTHOCUTENTHHO MAPEI IPAMBIX

AB u AC, unu ornocutensio yrnia BAC), ecin 2 AC1B1 =2 ABC. Bo3MOMHBI
pas/JIHYHbIE CIy4aH PACIOJIOAKEHHA AaHTHIIAPAJIEIbHBIX OTPE3KOoB (a — 2).

Antiparallelitiit. Die Strecken B,C,und BC heiBen antiparallel beziiglich der
geraden AB und AC, wenn £ AC1B1 =« ABC

"
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_®@axTpl M cBOliCrBa /Sétze S ¥ Qano
" B tpeyronbuuke ABC nposenen 0Tpe30K B Cl , AHTHIIapa/lIe/IbHbIH cropoHe BC, ¢ )
| KOHIaMH Ha npsAMbIX AB u AC COOTBeTCTBew Ilpsimas AS comep:KUT cuMeguany

Tpeyronbpuuka ABC TOria ¥ TOIBKO TOT/IA, KOr/ia OHa AeuT B,C, monosam. T
. ~ Pob
Die Strecke B,C, ist antiparallel zur BC beziiglich AB und AC.

Die Strecke AS ist genau dann die Symmediane, wenn sie die Strecke B,C, halbiert.

Fano! B, - /;c A

Gt -t . _
' = _
Dot -u2.  [fixac X -*Qé& apet CetuelPr ég%%ﬁc&a9 o:cek§¢b“”{
6 C, //@c (Z_ AC b, = 2 ,4,%& pil Lt Af ) i
/a)(m, a; Tl K ok, — CZM&fML A Cy /7?2? el
. I Z ) 'f 2 o /

%*géw _
. vt Al NBC =
5 /C,L{LO Wr_ 4{& %ez‘l,c.% p o
Zir Me (7 4 f C A, ~va Bac) =7 A= Hipana = 45 e f”"
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2. [Ilycrs Touka S nexut Ha cropoHe BC TpeyrosnsHuka ABC. Toryia SKBUBaJIEHTHBI
CJIeYIOII e YCIOBHA:
Der Punkt S liegt auf der Seite BC des Dreiecks ABC. Dann sind die folgende
Bedingungen dquivalent:

I

d(S:4B) ¢ Saps 0 d(B;AS) ¢* BS ¢
d(S‘AC) b 6) Sics b 8) d(C; AS) b 2) cs b*

0) AS - cumeduana/ Symmediane

B dannom cayuae ucnonwv3yromes cmandapmubte 0603Hauenus 041 CmMopoH
mpeyzoaviuxa AB=c, AC=b. Paccmosrue om mouxu X do npamoii | 6ydem

00 d(X,D. - 73
03HA®AMb ) Dot A R’BC} _14/},( M‘effﬁtﬁqi
A5 - M:»LL@??W‘/

Sades s A, ,43) g‘
e wle A - quutpious SA#SM'; Spamc

;Zcr@fc - __f £-d, 5 % _ gé —

A MI o o SACy (=7 iy A4S _ A
el A )DL () )
A MAC, r\)ASAﬁz t) 7 PR T A2 g )

( = - < < ST — ///_.'
VIes Secs £ -
A ACS c’a/é vy -
B - = (o r,c/ wid 075— = 5,
€

@ f/{/ﬁ 545) . C,%.s e

Ale a4<) " bm B

Bet - U €/ Cun aiee Syt CaPlbil g
upr S

A5 ey g, e

S I vl RS R
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3. Ilyerb Touka S sexut BHyTpH yriia BAC. Torzia 5KBHBaJIEHTHBI C/IEAYIOIIHAE YCIOBHSA:

Der Punkt S liegt innerhalb des Winkels BAC. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

a) IIpsamasa AS codepacum cumeduany / AS liegt auf der Symmediane.

o~

d(S;AB) ¢ £

d(S;AC) b

& d(B;AS) ¢

) d(C;AS) b’

ABS _
8) Sacs b

o
By

6)

(BeiBogures us @axra 2)

’/7/11
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4. KacarenbHble K ONHCaHHON OKpYKHOCTH TpeyrosibHiuka ABC B Toukax B u C
[IepeceKaloTcs B TOUKe P,{Torz[a npsaMas AP cONepKUAT CHMeTHaHy A§.j = @6”6 ~Tw

Die Tangenten zum Umkreis des Dreiecks ABC in den Punkten B und C schneiden
sich im Punkt P. Dann enthélt die Strecke AP die Symmediane AS.

_ Q@ 2
of 1 5,45 ~ c %a&

Cae /
%

Sage b

Secr A L
S‘%p ) M'ﬂﬁ-sémz%f) B
Sacp TOAC P i ACP

s AP = s ABK

Segp _ Ab F slu g KOA

Cacp i ;;5}0 vein L LCA

ckbA = f s =L beh
AL, fep -y chh

Sebp Mo Su cACh

. =
o Z

Cack 4O« e CBE ¢
TR S S < T
Teght £ % Sincap  AC- ~ Secr 1

s 2L AT Ol o —
=7 45 g wﬁwé //j/,/z

5. Ecsmn otpesok B1C1 antunapannenen cropore BC, To BiC1LOA, rae O — nenTp
OnHCcaHHOH OKpy>kHOCTH. (BcrmomorarenbHas 3aza4da K 10).

Wenn B1C1 antiparallel zur BC beziiglich AB und AC, dann ist B1C11LOA, wobei o der
Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks ABC ist.

M"’U«ﬁ#’L %;al
Bl -l Ve AL ~ Sc  pABC G"{w%’ "

A - guwin s pPH
Bote o eu g,(wf?r @ﬂww AL .
zﬂﬁé’(- 7" e O Jygl neet Lecaiic At /i
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Touka Jlemyana/ Lemoinepunkt

Y Touku JlemyaHa cyliecTByeT /1Ba pABHOCWIbHBIX OIIpeeJIeHu:
® TOYKa IepecedyeHus IPAMbBIX, COeTHHAOIINX KaKAYI0 BEPIIMHY TPEYTOJIbHHUKA
¢ TOYKaMH TepecedeHnA KacaTelbHbIX K ONMCAaHHOM OKPYKHOCTH,
NPOBEZIEHHBIX U3 [IBYX JPYTHX BEePIIHH.
e TOYKA llepeceyeHns CHMeIHnaH.

Definition.

¢ Lemoinescher Punkt ist der Schnittpunkt der Symmedianen.
e Der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden einer Dreiecksecke mit dem
Schinttpunkt der Tangenten zum Umkreis an den anderen Dreiecksecken.
1. Ilyers A1, Biu Ci — npoekunu Touku Jlemyana K Ha CTOPOHBI TPEYTOIbHUKA
ABC, Torga M ™ touka nepeceuenus meauas TpeyroibHuka AiBiCi.

Seien Ai, B1 und Ci — die Projektionen des Lemuaneschen Punktes K auf die
Seiten des Dreiecks ABC. Dann ist M — der Schnittpunkt der
Seitenhalbierenden des Dreiecks AiBiCi. FLlER

. A,ng’lycl- t}'[a@k‘?f’fl}} TN e YLl 17,&;’
pros ane g pf - qertp A Syaupg = Sague = Saemk | & 4B, T~
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f

11.06-

Ilycts A1, Biu C1 — npoexuyu Touku Jlemyana K tpeyronbauka ABC Ha
croponsl BC, CA u AB, Torna meauana BM tpeyronsauka ABC
neprneHauKyaspHa npaMon AiCr.

Seien A1, B1 und C: — die Projektionen des Lemuaneschen Punktes K auf die
Seiten des Dreiecks ABC. Dann ist die Seitenhalbierende BM orthoganal zur
Strecke A1Cu. ' r

2 \(}é Wi g (s
Py ) TYHcw T,

1825
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3. (Tperne onpenenenue Touku Jlemyana). IIpsiMmble, coeIMHAIONINE CePEAUHBI
CTOPOH TPEYTOJIbHUKA C CEPEAUHAMH COOTBETCTBYIOLIHX BBICOT, II€PECEKAIOTCS

B Touke JlemyaHa.
£
(67 ucnonv3yromesn Kax ecnomozamensHbsle 3adavil y amoil)

(Dritte Definition des Lemoineschen Punktes). Die Verbindungsgeraden der
Seitenmitten mit den Mittenpunkten der entsprechenden Hohen schneiden sich
im Lemoineschen Punkt.

AM - e
A AU- Goicomoa

7

K- morko Dwsa.un,',
Ci, By A - nboreuuu

K wo eropoust

O - abe%wm AK,

N - roera nefecoroet

AM o A,IC
B M AIH C
d
Ma eonociowienswoe. -
SN LG 5 CAR K - Gwns. A= aKL
CL=LB KN = KA

ot &G
oL 1) A
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4. Touku A1u A2, B1u B2, C1 u C2 nexxat Ha croponax BC, CA, AB TpeyrosibHHKA
ABC, ecsin 9TH TOYKH ABJIAIOTCA TOUKAMHU II€PECEYEHHs CTOPOH TPEYTOIbHHIKA
ABC ¢ mpozpoykeHusiMu cTopoH Tpeyrosibiuka A'B'C', monydyensoro u3s
TpeyrosibHuKa ABC nnpu roMoTeTnu ¢ ueHTpoMm B Touke Jlemyana K, To Toukn
A1, B2, Bs, Cz, Ci1, A2 tesxaT Ha ofHOI OKPYKHOCTH (OKpysicHocmb Tykepa).

Das Dreieck A"B’C” entsteht aus dem Dreieck ABC durch eine Zentrische

Streckung mit dem Streckzentrum im Lemoineschen Punkt K. Die

Schnittpunkte A1, A2, B1, B2, C1, C2 der Verlengerungen der Seiten des

Dreiecks A"B’C” mit den Seiten des Dreiecks ABC liegen auf einem

Kreis(Tuckerkreis) b o

A BC - Tﬁgﬁwwm whjw
W AowwoTarud .

A, iy,
: A C I\ By
3 h, C 11 C Dy

A,0=0 By

b . \\
- 02
Af&ﬂl& =L Ay >
Ay fy BZC}_,‘ A LGBy ‘cﬂ;f’)&:é/ﬁ B,c!
oW -U'

A\BL—LC'O ﬁ/ oc 1\ Ll
LDU J—P‘L%f
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5. llenTp okpyxnocru Tykepa siesxkut Ha npamoii KO, rae K — touka Jlemyana, O
— IEHTP ONHCAHHON OKPY>KHOCTH.
Der Mittelpunkt des Tuckerkreises liegt auf der Geraden KO, mit K
Lemoineschen Punkt und O der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks ABC.
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