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Datuns: 2F.04 . Covoursts MHanne Houmeo

»Es ist in der That bewunderungswiirdig, dass
eine so einfache Figur wie das Dreieck, so
unerschopflich an Eigenschaften ist*

A. L. CRELLE, 1821
L. Klassische Transversalenschnittpunkte - Merkwiirdige Punkte im Dreieck
1. Schwerpunkt S - Schnittpunkt der Dreiecks Seitenhalbierenden.
2. Inkreismittelpunkt I - Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.
3. Orthozentrum H - Schnittpunkt der Héhen.
4. Umkreismittelpunkt O - Schnittpunkt der Mittelsenkrechten.,

II. Weitere Entwicklung ab Mitte des 17. Jahrhunderts.
1. Fermat - Punkt
2. Satz von CEVA

III. Weitere Entwicklung ab dem 18. Jahrhundert.

1. Satz von CARNOT

1. GERGONNE - Punkt G
2. NAGEL - Punkt N

3. Mittenpunkt M

4. SPIEKER - Punkt Sp

5. NAPOLEON - Punkt Nap
6. BROCARD - Punkte Br

IV. Isogonal konjugierte Punkte

1. Lemoinepunkt L - Schnittpunkt der Symmedianen. Isogonal konjugiert mit dem
Schwerpunkt S.

2. Punkt GI - isogonal konjugiert zum GERGONNE - Punkt G.

3. Punkt NI - isogonal konjugiert zum Nagel Punkt N

V. Isotom - konjugierte Punkte.
1. Punkt Im - isotom - konjugiert dem Innkreismittenpunkt I.
2. Punkt Hm AntiOrthozentrum - isotom - konjugiert dem Orthozentrum H.

VI. Besondere Geraden.
1. Eulersche Gerade
2, Nadelsche Gerade
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27-06.

VII. Aus ,Die Entwicklung der neueren Dreiecksgeometrie“ von Peter Baptist

1. Pierre de FERMAT (1601 - 1665).
Erst Mitte des 17. Jahrhunderts wurde die Liste der vier klassischen
Transversalenschnittpunkte um einen weiteren besonderen Punkt erweitert. Am
SchluB des vierten Teils seiner »Abhandlung {iber Maxima und Minima“ stellt
Pierre de FERMAT die Aufgabe, den Punkt Kleinster Entfernungssumme von den
drei Punkten zu finden(S.33).

2. Giovanni CEVA (1647 - 1734) .
Im Jahre 1678 erschien in Mailand die Schrift ,De lineis rectis se invicem
secantibus, statico construction”

3. Graf Lazare Nicolas Marguerite Carnot war franzosische Offizier, Mathematiker
und Politiker. * 13. Mai 1753 in Nolay, Burgund, heute Département Céte - d'Or; + 2.
August 1823 in Magdeburg)

4. Christian Heinrich von NAGEL (1803 - 1882). Lehrer in Tiibinen und Ulm
5. Karl Wilhelm FEUERBACH(1800 - 1834) Gymnasiallehrer in Erlangen und Hof.
6. Pierre Rene‘ Jean - Baptiste Henri BROCARD (1845 - 1922) franzésischer
Offizier und Ingenieur.
Die nach dem BROCARD genannte Punkte wurden* lange vor ihm bereits von

CRELLE entdeckt“

7. August Leopold CRELLE (1780 - 1855)
Herausgeber des ,Journals fiir die reine und angewandte Mathematik*

8. Joseph Diaz GERGONNE (19.06. 1771 Nancy - 04.05. 1859 Montpellier)
Herausgeber ,Annales de mathematiques pures et appliquees*
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10. Mathe-Sprach-Austausch

I. Klassische Transversalenschnittpunkte - Merkwiirdige Punkte im Dreieck

1. Schwerpunkt § - Schnittpunkt der Dreiecks

2. Inkreis Mittelpunkt I -
Seitenhalbierenden. Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden.

4. Umkreismittelpunkt O -
: = Schnittpunkt der
3. Orthozentrum H - Schnittpunkt der Héhen. Mittelsenkrechten - Schni ttpunkt
der Hohen des Mittendreiecks,

II. Weitere Entwicklung ab Mitte des 17.
1. Fermat - Punkt F - Der Punkt der mini
Dreieckseckpunkten,

Jahrhunderts,
malen Summe der Abstiande zu den
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2. Satz von CEVA.,
Fall des Inneren Punktes. S

Die Punkte A1, B1 und C1 liegen entsprechend auf
den Seiten BC, AC und AB eines Dreiecks ABC.

Die folgende zwei Behauptungen sind aquivalent:

(a) Die Geraden AA1, BB1 und CC1 schneiden sich

in einem inneren Punkt des Dreiecks ABC.
CB1

AC1 ;
(b) e % *21a — 1 (CEVA - Bedingung)
(@) => (b) Crellesche Beweis mit Flicheninhalten
der Dreiecke ist bekannt

(b) => (a) indirekter Beweis ist auch bekannt

Fall des AuBeren Punktes.

Der Satz von CEVA bleibt gelten, wenn der
Punkt Z auBerhalb des Dreiecks liegt, d.h. zwei
der Punkten A1, B1 und Ci liegen auf den
Verlangerungen der Dreiecksseiten.

Trigonometrische Form.

sin(ACC;) sin(<CBB;) sin(¥BA4;)
sin(4BCC,) sin(3ABB,) sin(xCAA,)

II1. Weitere Entwicklung ab dem 18. Jahrhundert.
1. Satz von CARNOT

Drei Orthogonalen zu den jeweiligen Seiten eines
Dreiecks ABC schneiden sich in einem Punkt P
genau dann, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:
|AB1|2+|CA,|2+|BC,|2 =|AC,|2+|BA,|2+|CB, |2,
wobei A,, B,, C, die Schnittpunkte der Orthogonalen
mit den Dreiecksseiten oder ihrer Verldngerungen
sind.

Aufgabe: Beweise den Satz von CARNOT mithilfe des Satzes des Pythagoras.
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27 06. Chwonss? Hanne Heunner’

2. GERGONNE- Punkt G - der Schnittpunkt der Ecktransversalen zu den
Beriihrpunkten des Innkreises.

g@aé‘!)@hz bdiﬂiﬂi&@} AA&C ’-’ I ot !h[&rmWIH{JPUﬂ(.UF: )(fy: s Q(l[qd ger(_jiw-cnwynd,}t

cee Inbreis mit denn QARC P Ecdrancvecsalen c2 , BY, AX; Sl HPU,..[»‘PG"Z

Tow\%mkb\r\l & AX = AY

7
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AuBerer GERGONNE-Punkt G,

Sokz von Ceva: AC .
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3. NAGEL Punkt N- der Schnittpunkt der Ecktransversalen zu den
Beriihrpunkten der Ankreisen.
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Onpenenenus/ Definitionen

1. Cumeamana. Paccmorpum tpeyroibuuk ABC, ero MenuaHy AM u 6uccektpucy AL.
ITycts npsiMas AS cuMMeTpuyHa MpAMOil AM OTHOCHTENTBHO npsamoit AL (Touka S
JiexuT Ha otpeske BC). Torma orpesok AS HasbIBaIOT cUMeAHAHOM TPEYroJbHUKA
ABC. FHOI1a cuMeaHoi Ha3bIBAIOT IPAMYIO, conepIKalyo oTpe3ok AS.

Cumeduana — vesuana mpeyzoavHuxa, Ay KomMopoii CUMMEmPUYeH AYHYy MeduaHbl
OMHOCUMENbHO DUCCeKMPUCHL Y2na, NPosedeHHOIl U3 MOl Jce BePLULHDL.

Symmediane. Die Strecke AS, die zur Seitenhalbierenden AM beziiglich der

Winkelhalbierenden AL symmetrisch ist, heift Symmediane
(Rr=H< )
G RAN = SR

C

2. AHTHNapa/IebHOCTh. Ilyerh Touku B, u C, 1exkaT Ha upAMeIx AB u AC.
l'oBopsrt, uto orpesku B,C, u BC anTUnapasuiebHbl (OTHOCHTEBHO TIaPBI IIPSIMBIX
AB 1 AC, unu otHOcHTesbHO yry1a BAC), eci 2 AC1B1 =2 ABC. BO3MOKHEL
Pas/IYHbIE CTyYal PACIIOIOXKEHNA aHTHTIAPA/UIETBLHBIX OTPE3KOB (a — 2).

Antiparallelitit. Die Strecken B,C,und BC heiBen antiparallel beziiglich der
geraden AB und AC, wenn 2 AC1B1 =2 ABC

7/ /8
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2 7.06.
DakThl 4 CBOIiCTBA / Siitze M Dgl C‘A

1. BTpeyronsuuxe ABC nposeznen orpesok B,C, , anTHnapannensHbIH cropoHe BC, ¢
KOHIIaMH Ha NpAMEBIX AB 1 AC cooTBeTCTBEHHO. Ipamas AS conepsxut CHMeHaHy
Tpeyronbuuka ABC Toraa u Tosbko Torza, korna ona Aenut B,C, nonoiam.

Die Strecke B,C, ist antiparallel zur BC beziiglich AB und AC.
Die Strecke AS ist genau dann die Symmediane, wenn sie die Strecke B,C, halbiert.

BARAT KACA
SETETR, SACA RN A Qe - OloSRAEn
=> Cala
A BACAE =& BDRC
RaCaAWRC
Ca¥va™ Kol = e
\ - -
RiA= C 3O 88aCa\ 8C A 8aka™%)
; o e
et R 0oL SeeOfiaiAl Nga O] Ee2un G e
- oS o NSET €N
= g W Cee Y TR

Iy G
;‘Ii'[
;|

7
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27 06. M D%ch

2. Ilycrb Touka S nexut Ha cropore BC Tpeyronbauka ABC. Torna 5KBHBaI€HTHbI
CJIEYIOLTHE VCIOBHA:
Der Punkt S liegt auf der Seite BC des Dreiecks ABC. Dann sind die folgende
Bedingungen dquivalent:

d(5:48) _ ¢ Saps _ € d(B:AS) _ BS _¢&
) d(S:AC) b & Sics b g) d(C;AS) 1 2 CS b

0) AS — cumeduana/ Symmediane

B dannom cayuae ucnoassyromea emandapmupte 0603HaveHus 0 cmopou
mpeyzonvhuka AB=c, AC=b. Paccmoanue om mouxu X do npamoii [ 6ydem
oboznavams d ( X,1).

B M S C
AR s O Sy A TR m\@%ﬁes
s ]’y adue S\ﬁmﬂ\eﬂl an~e )
A RESSEX T A IO AT~ OEN

A e x X Hon= A,
: AN e
x A CB3% = '.\
oS e b Lo 5

Sags. € o) _c?

» & -~ - - \_
S CS QQQ\ ) (Sﬂec A ECEANRON

Aes ek ARC )

Saeu™ Sepmc i RS- Sasy _ cOe' _cR |
e & o SS Sacs Bae | WX

A =, T =

KCGC a © dc

A AR, ™ AT _@aOb _as
//(1\ ANAC, © ASSRy => dc T

AS Q¢ _\_ ac¢ ' ' (1=
D == T == = =il e _ dib' _
M En T & = do dc & == B
III A :
.%F.s_.__ :gaeg C,"-Q

A Ccy FR)

AR S R | | {3
— g% oSG Qx; . = . d_._%\ / (6]

"
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27.04. ke Dyct

3. Ilycte Touka S jiexur BHYTpH yTs1a BAC. Torja skBHBaIeHTHEI CIIeIVIOIINE YCIIOBHSA:
Der Punkt S liegt innerhalb des Winkels BAC. Dann sind die folgenden Bedingungen
aquivalent:

a) Ipamas AS codepcum cumeduany / AS liegt auf der Symmediane.
o Sae C}u_‘\@ﬁs

USAB) ¢ Sy & d(BAS) & S S S-S
6) d($:AC) b ) Sacs b o) d(CAS) eSS Ale [Suthenealane

(BeiBOMTCA B3 GakTa 2)

f%/

4. KacaresnpHble Kk onHCaHHOM OKDY>KHOCTH TpeyrobHuka ABC B Toukax B u C
iepecexaloTes B Touke P, Torma npsamas AP copepaxur CAMeaHy AS.

Die Tangenten zum Umbkreis des Dreiecks ABC in den Punkten B und C schneiden
sich im Punkt P. Dann enthilt die Strecke AP die Symmediane AS,

Seee e
o
Sace
Seer _ AR &p (- aes)
Sece AC  Cf - SW(K. 0CP)

AB SN (SABR) _ A so(s.ecs
TAC sl AcsinCsaso
s BN

e ——

/5/42
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27.06. 2/ Dyck

5. Ecau orpesok B1C1 antunapanienen cropone BC, 1o BiC1.10A, rae O — nentp
ONHCAHHOH OKpy¥HOCTH. (Benomorarenpbuas 3anaua k 10).

Wenn B1C1 antiparallel zur BC beziiglich AB und AC, dann ist B1C110A, wobei o der
Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks ABC ist.

~
B4
CA
] I
() C
CAaALRAC A

AL ST AW Winelnalbererae von A&aC
AL & Jde AUl A Umcese
A Sy oue Bdes
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1706 M a s i'ma Med west

Touxa Jlemyana/ Lemoinepunkt

¥ Touku Jlemyana cymecrsyer gsa PaBHOCHIBHBIX OIpe/leIeHHs

¢ TOUKaIlepeceveHus NPAMBIX, CORANHAIOMINX KAK/YIO BePUIMHY TPEYTOJIbHHKA
C TOUKaMH NepeceYyeHHs KacaTebHbIX K ONHCAHHOMN OKDY’KHOCTH,
NIPOBE/IEHHBIX U3 IBYX APYTHX BEPIUHH.

¢ TOYKa [lepecevyeHus CHMeaHaH.

Definition.

¢ Lemoinescher Punkt ist der Schnittpunkt der Symmedianen.
e Der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden einer Dreiecksecke mit dem
Schinttpunkt der Tangenten zum Umkreis an den anderen Dreiecksecken.
1. Ilyers A, B1 1 Ci — npoeknun Touku Jlemyana K Ha cTopoHb! TPEYTOJIbHHKA
ABC, Torna M — rouxa nepeceuenus MeZIHaH TpeyroabHuKa AiBiCi.

Seien As, B1 und C: — die Projektionen des Lemuaneschen Punktes K auf die
Seiten des Dreiecks ABC. Dann ist M der Schnittpunkt der
Seitenhalbierenden des Dreiecks A:BiCs.

Srims = Ogne = S

C ANC

C,c=bb=gq0a ®
L ABN = £ KBC
ANBC, v AKBA, (4)

L ARB, = LNBC
AKBC oo ANBA, (2)

.
\\\.
\\\
"
e

4 S ¥
ol B T (2)  a,0,=¢,:bb,
o S
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Chronist: Tlalesian Neinet

Ilyers A1, Biu Cy
CTOpoHEI BC, CA

. _asb,c 7
SAme 7 80 £ AKB a,b, = 150 y Ay = L:R:
bacqq
SB1KC‘ - HQ %A,‘K&‘ = 8‘34 L’_C.‘ = SA4KC1
S»’-L,IKCJl = Canq’D (‘Fb(a'r s @@@ Umcl i
b weiten S (gehe lﬁnlu))

" AB, Torna meguana BM

— TIpoekumu Toukyu Jlemyana K Tpeyronbauka ABC na
TpeyronbHuka ABC

TIEPNEeHINKYIAPHA IpsiMoit A1Cy.

Seien A1, Biund C; — die Projektionen des Lemuaneschen Punktes K auf die
Seiten des Dreiecks ABC, Dann ist die Seitenhalbierende BM orthoganal zur

Strecke A1C:1.

A

An=mc
HIIFSSa“E :
T

- .
2w beJeisen: C, A, L BN
T3
Ez')\!s (%edc Ty enkdeht
! des a'ﬂh{l&en
s des Vieldoeen ans | 2w y
den -Cdtpmhka woa T, ? 19/15
- - Seitennummer: 4 S
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3. (Tperbe onpenenenue Touky Jlemyana). ITpsimble, coemuHsIONHe cepeluHbI

CTOPOH TPEYTO/IbHUKA C CEPeJMHAMH COOTBETCTRYIOLLHX BBICOT, NepeceKarnTcs
B TOUKe Jlemyana.

10. Mathe-Sprach-Austausch

(6,7 ucnoavayromen kax 8cnomozamenshble 3adaqu y amoti)

(Dritte Definition des Lemoineschen Punktes). Die Verbindungsgeraden der

Seitenmitten mit den Mittenpunkten der entsprechenden Héhen schneiden sich
im Lemoineschen Punkt.

K lemsinesones Puas

Ca.Br B o e des YoM yua M. el e 2eiken
PR des Wshe
ke _%&’\\\"\\&QM\\&\ GO0 L) Aeon U@W 8k \L A

L FoMaee \\QW\\N\: AM . "\,
- ¥; W
o, W*\d\)\,\n\,\\ o Aema \)(J:\OSW Yok W&,

MM\ HC

AML CR,

Cid %, s Sonpendesec\a
Ch=L% AO=0\L
Oy L B Ca
Gy \\ M
)%=
B = O\
A\~ = AN

20%6
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z gcaé'

4. Touxu A1y A2, B1u B2, C1 u Ca2 jieskar Ha croponax BC, CA, AB tpeyronbuuka
ABC, ecii aTH TOUKH SBISIOTCA TOYKAMH [I€peceYeHns CTOPOH TPEYToJIbHUKA
ABC ¢ nponomxenusamu CTOpOH TpeyronsHuKa A'B'C', nonyuennoro us
TpeyronbauKa ABC npu roMmoreTu ¢ neHTpoM B Touke Jlemyana K, To Touku
Ai, B2, By, C2, C1, A2 steskar Ha OJTHOH OKDPYKHOCTH (oxpyacHocme Tyxepa).

Das Dreieck A’B”C” entsteht aus dem Dreieck ABC durch eine Zentrische
Streckung mit dem Streckzentrum im Lemoineschen Punkt K. Die
Schnittpunkte A1, A2, B, B2, C1, C2 der Verlengerungen der Seiten des
Dreiecks A’B”C” mit den Seiten des Dreiecks ABC liegen auf einem

Kreis(Tuckerkreis)
’bCA%A%\
o n
0 > WY AP
" en

- X
AADLC o g AADC gon Vuedd W SN G&&@j\'% .
%ﬂ%&‘m"l(\f; ‘CA.CQ_ E %Q\.(\‘Q\Q\\Q\Js‘{\w aess \E@S\W{\ %@}.\Q—(\ &(\ A BIA
o 4 ARG .
%am@s“*“&‘ ANe 6 Palde Vespn al e W

5 DGO HCH, A 3 TGUAL= 2 AT, |
; ) Qs
Al 1y, By B Hg@uiCr “Sneness

OB Tegea f LR, wh MRSLSe /7
|
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5. LlenTp okpyxHocTH Tykepa nexuT Ha npamoii KO, rae K — Touka Jlemyana, O
— LEHTD ONUCAHHOH OKPYKHOCTH.
Der Mittelpunkt des Tuckerkreises liegt auf der Geraden KO, mit K
Lemoineschen Punkt und O der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks ABC.

235
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